Probabilidad

E
™
=
n
<
<
)
[_
O
[
i

Antonio Garre, MFIA

LIBRO 1




=
(19
=
(%)
<
e
=)
=
3
15 ]
-

LIBRO 1

Herramientas cuantitativas

1. PROBABILIDAD
INTRODUCCION

La probabilidad trata de aproximar, mediante determinados parametros, los posibles resultados
al efectuar un experimento: asi como hablamos de frecuencias en una muestra, hablaremos de
probabilidad en una poblacién.

Definicion: Llamaremos espacio muestral de un experimento (y /o representaremos como () al
conjunto de resultados que se pueden obtener.

Definicion: lamaremos suceso A a un subconjunto del espacio muestral (A C Q).
Ejemplo
Obtener el espacio muestral de los siguientes experimentos:

a) La suma al lanzar dos dados.
b) El sexo de los hijos de una pareja.
) Las longitudes de las alas del escarabajo de la patata.

a) Q={23456,7.89101112 }
b) Q = {H,M}

Q=" }

CONCEPTO DE PROBABILIDAD

Definicién: Llamaremos modelo de probabilidad a una funcion P: O — [0,1] (esto es, a cada
suceso A le hace corresponder un valor P(A) entre 0 y 1) tal que:

a) P(Q)=1
b) P(AU B) = P(A) + P(B) si Ay B son disjuntos (esto es, si A B = &)

Propiedades de un modelo de probabilidad:

® P(A°) =1 - P(A) (donde A° es el suceso contrario a A, el cual verificaque AUA=Q y AN A°= Q)
@ P(2)=0
® SiAC B, entonces P(A) < P(B)y P(B - A) = P(B) - P(A)
@ P(AUB)=PA)+ PB)-PANB)
N N N N
©P(J A= E P(A) - E PANA)+ ...+ (—1)””P(ﬂ A)
j=1 jl

= j<i



Probabilidad

PROBABILIDAD EN ESPACIOS MUESTRALES DISCRETOS
CONCEPTO DE PROBABILIDAD

Definicion: Diremos que un espacio muestral es discreto si es finito & numerable, es decir ad-
mite una representacion de la forma:

a)Q={A A, ... Ales el caso de ser finito.

1!

b)Q=1{A A, ..., A ,.. }eselcasode serinfinito.
- Cuando el espacio muestral es discreto, la teorfa de la probabilidad que se utiliza es la
llamada probabilidad elemental o probabilidad clasica.

Las propiedades de la probabilidad, en el caso discreto, se resumen en:

a)0<PA) <1 VAJ_.

j
b) > P(AJ.) =1 (ya sea el sumatorio finito o infinito)

Q) SiB= {A1 AL A .}, donde todos los sucesos son distintos,

entonces P(B) = Y P(A).

J

Regla de Laplace: En el caso de que todos los sucesos sean igualmente probables, |a probabi-

lidad de un suceso B vendra dado por: p(g) = £3308 favorables

casos posibles

Ejemplo

Hallar la probabilidad de que al tirar un dado no obtengamos ni un 3 ni un 4.

P(IU2US5U6) =%=0,666667

PROBABILIDAD CONDICIONADA. SUCESOS INDEPENDIENTES

Definicion: La probabilidad del suceso A condicionado al suceso B (esto es, la probabilidad de
que ocurra A sabiendo que B ya ha ocurrido) se define como

_ P(ANB)

P(A|B) P(B)
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Herramientas cuantitativas

Proposicion: PA|B) = P(A4)" P(B|4)
P(B)

Ejemplo
Calcular la probabilidad de obtener un seis al lanzar un dado:

a) Sin poseer ninguna informacion adicional.
b) Sabiendo que ha salido un ndmero par.

a) P(6)= % = 0,1666667

o E3 o 1/ *
PO N n°par) _ P(O)* P(npar/6) _ J*1 _( 33333

b) P(6/n° par)= P(n° par) P(n° par) %

Ejemplo

Se sabe que ante una determinada enfermedad, la probabilidad de caer enfermo es 1/7. Doce
de cada 31 enfermos han dado positivo en una prueba, y 7 de cada 8 que dan positivo en la
prueba son enfermos. ;Cudnto es la probabilidad de dar positivo en la prueba?

P(A) = probabilidad de enfermar =1/7
P(B) = probabilidad de dar positivo

P(B/A) = P(dar positivo / enfermo) = 12/31
P(A/B) = P(enfermo/ dando positivo) =7/ 8

P(A) P(B|A)
P(B)

P(A|B) =

Definicién: Diremos que dos sucesos Ay B son independientes si P(A N B) = P(A)-P(B) (De un
modo intuitivo son independientes si el éxito o fracaso del suceso A no afecta al éxito o fracaso
del suceso By viceversa). En caso contrario diremos que Ay B son dependientes.

Se verifica que si Ay B son independientes, entonces P(A | B) = P(A) y P(B | A) = P(B).
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Ejemplo
Se tira un dado. ;Son independientes los sucesos
A = "sacar un numero par”

B = “sacar un numero mayor o igual a cuatro”?

P(A) = P(sacar un numero par) =1/6
P(B) = P(sacar un numero mayor o igual a cuatro) =3/6

P(A| B) = P(sacar un nimero par | el nimero es mayor o igual a cuatro) =2/ 3 # P(A)
P(B| A) = P(sacar un nimero mayor o igual a cuatro | el nimero es par) =2/ 3 # P(B)

Los sucesos no son independientes

REGLAS PARA EL CALCULO DE PROBABILIDADES

1. Regla de la multiplicacién

N

P(Dl Aj) = P(A,)" P(4,|4,)" P(A3|4,N 4,)..-P(A, ﬁAj)
Ejemplo

Al sacar 3 cartas de la baraja espafnola, jcual es la probabilidad de que las 3 sean oros?
P(A|)=sacaroro=10/40

P(3 cartas sean oros) = P(A) *P (A,/A ) *P(A,/A NA,)=10/40*9/39*8/38 = 0,0121

2. Regla de la probabilidad total

Sean A A, ..., A, sucesos tales que:

N
a) U AJ_ =0
b)AiﬂAJ:@talquei:tj.

N
Entonces se verificaque P(B) = EP(A].) "P(B|4,)
. _ _



Se suele utilizar cuando hay dos etapas en un experimento.
Ejemplo

Se lanza un dado de numeros {1, 2, 3} y el nimero que resulta es el nimero de bolas blancas
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que ponemos en una urna; se vuelve a lanzar poniendo tantas bolas negras como indique el
resultado del lanzamiento. De la urna asi formada se extrae una bola al azar. ;Cual es la proba-
bilidad de que sea blanca?

LIBRO 1

O O (N
OO0 o0

P(B) = P(sacar bola blanca)

A, = una de las 9 posibles combinaciones del espacio muestral. Todas las combinaciones son
equiprobables por lo que la probabilidad sera de 1/9.

Herramientas cuantitativas

Las probabilidades de B varian en funcién del espacio muestral obtenido:

172 1/3 1/4 2/3 2/4 2/5 3/4 3/5 3/6

P(B) = iP(Aj)-P(B 4)

P(B) =A§P(B‘Aj)= 05

3. Regla de Bayes

Sean A A, ..., A, sucesos tales que:
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Entonces se verifica que

P(4;)-P(B|4,)  P(4;)- P(B|4;)

P(4,|B) = @)

i P(4;)- P(B|4;)

(Obsérvese que la formula anterior es una aplicacion
de la probabilidad condicionada y la probabilidad total)

Ejemplo

Una urna P contiene 2 bolas blancas y 3 negras; otra urna A estd compuesta de 4 blancas y tres
negras. Se saca una bola al azar de la urna Py sin verla se echa a A. Seguidamente se saca una bola
de Ay resulta ser negra. jCual es la probabilidad de que la bola pasada de P a A fuese blanca?

£ X0

O O Urna P OOOOUrnaA
00 00

P(B) = P (salir bola negra)
P(A)=P(estarenA )=3/5
P(A))=P(estarenA,)=2/5
P(B/A,)=4/8
P(B/A,)=3/8

P(A./B) =P (estaren A, /saliendo negra)



2.VARIABLES ALEATORIAS
CONCEPTO DE VARIABLE ALEATORIA

Definicion: Llamaremos variable aleatoria a una funcion X: () — R que a cada elemento
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del espacio muestral (correspondiente al experimento aleatorio que estamos estudiando) le hace
corresponder un numero real.

LIBRO 1

Ejemplo

Describir el dominio y la imagen de la variable aleatoria “la suma de dos dados en una tirada".

Definicion: Si A es un subconjunto de R (es decir, un subconjunto de la imagen de la variable X)
entonces llamaremos probabilidad de A a P(A) = P(X € A) = Plw € Q| X(w) € A}

Clase Frecuencia % acum. Funcion de densidad simulada
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Clase

Definicion: Llamaremos funcion de distribucion de una variable aleatoria a una funcion
F: R— [0,1] definida por

IF(x) = P(=, x] = P{o € Q| X(w) = x} VxER.
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Propiedades de las funciones de distribucion:

O lim F(x)=0

xX——00

@ limF(x)=1

xX—>©

® Sixy<x2 = F(x1) < F(x2) (Mondtona no decreciente)
@ F es continua por la derecha, esto es, lim F(x + h) = F(x) (o bien lim F(x) = F(a))
h—0* x—a*

- La funcion de distribucion asigna a cada numero real x la probabilidad acumulada hasta
ese valor x.

- Dada una funcion de distribucion, se puede calcular la probabilidad de cualquier suceso
mediante las férmulas: P(—oo, x] = F(X) P(—e0, x) = F(x-)

- Dada una probabilidad, se puede definir una funcién de distribucion y dada una funcién
de distribucion se puede determinar de forma Unica una probabilidad

Ejemplo
0, x<l1
Dada la funcion de distribucion calcule F(x) =14, 1sx<2
1, 2=x
a) P{0}
b) P{2}
c) P(4,5]
a)P{0}=0

b) P2} = P|2,2]|= F(2) - limF(x) =1- % = %

x—2-——

c) P(4,51 =P(5)-P4) =1-1=0

VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS

Definicion: diremos que una variable aleatoria es discreta cuando sélo toma un conjunto

finito o numerable de valores (x] Xy X ).
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- La funcién de distribucion de una variable aleatoria discreta queda caracterizada por su
funcion de masa, (y /a representaremos como f(x)) la cual esta definida por:

P(X =x)

P(X =x,) .
f(x) = : 2) (en el caso de que sean finitas)
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P(X =x,)

LIBRO 1

« Lafuncidén de distribucion estara definida por:

0, x<x
P(X=x), x=x<ux, o
F(x) = P(X=x)+P(X=x,), x,<x<x, (en el caso de que sean finitas)

P(X=x)+P(X=x)+..+P(X=x,)=1, x,=x

n

Herramientas cuantitativas

Ejemplo

Hallar la funcién de masa'y la funcion de distribucion de la variable aleatoria X = "ndmero de hijos
varones en familias de tres hijos”

(/i = P(H)P(H)P(H) x=0

¥%=P(WV)P(H)P(H)+ P(H)P(V)P(H)+ P(H)P(H)P(V) x=1
¥ =PWV)P(V)P(H)+ P(H)PV)P(V)+ PIV)P(H)P(V) x=2

Fmasa SO =1y paryparyPr) x=3

=

x<0

O0=sx<l
l=sx<?2
2<x<3

F.distribucion F(x) = |

= RS

3=<x
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Ejemplo

Dada la siguientes funcion de masa, hallar:

a) Su funcion de distribucion

b) f(5)
) P(X<2) —T 5 T T >3 -
d) P(X < 2) f(x) [ 001 [ 0.1 [ 0.3 ][04 [01] 2?2
e) P(X>?2)
f) P(X =3)

Ejemplo

Por cada hora de maquina en marcha se sabe que el nimero de roturas X producidas en la

trama de un telar tiene la probabilidad P(X = x) = k-1'0 ,x=0,1,.... Hallar el valor de ky la pro-
X.
babilidad de que se produzca alguna rotura.
2k~10- . =>k'210 o ! =%=e"1°
~  x! ~ x! ~ 107 e

P(alguna-rotura)=1-P(0)=1-¢"

Medidas de centralizacidon para una variable aleatoria discreta

Definicion: Llamaremos media o esperanza de una variable aleatoria discreta X a:
u=EX]= Y x,P(x,)
7

Ejemplo

En un negocio un tendero puede ganar 300 euros diarios con probabilidad 0.6 o perder 100
pesetas con probabilidad 0.4. Hallar su esperanza.



=
(19
=
(%)
<
e
=)
=
3
15 ]
-

LIBRO 1

Herramientas cuantitativas
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Ejemplo
Un boleto de una rifa ofrece dos premios, uno de 5000 euros y otro de 2000 euros, con la pro-

babilidad 0,001 y 0,003. ;Cudl serfa el precio justo a pagar por él?

Definicion: Llamaremos mediana al valor o valores M tales que dejan a la izquierda y a la dere-
cha la misma cantidad de probabilidad.
Ejemplo

Las notas de un estudiante en seis exdmenes han sido 84, 91, 72, 68, 87, 78. Hallar la mediana
de esas notas.

La mediana serd el valor que deje el mismo numero de datos a la derechay a la izquierda

Medidas de dispersion para una variable aleatoria discreta

Definicion: Llamaremos varianza de una variable aleatoria discreta al valor

o = V(X) = E[(X - uf] = ) (x, - p)* P(x,)
J

Proposicion: La varianza viene dada por o =Ex]2.P(xj) - u’=EX* - P

J

Definicion: L lamaremos desviacion tipica o de una variable aleatoria a la raiz cuadrada posi-
tiva de la varianza.

Ejemplo

Dada la siguiente distribucion, hallar su varianza y su desviacion tipica:

X 8 12 16 20 24
PX) | 1/8 1/6 3/8 174 | 112




Probabilidad

Definicién: El momento no centrado de orden n de X se define como «, = E[XJ

Definicion: E| momento centrado de orden n de X se define como w, = E[(X—u)”J

VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS

Definicion: Diremos que una variable aleatoria es continua cuando toma valores en un
intervalo (finito o infinito) de R.

La funcion de distribucion de una variable aleatoria discreta queda caracterizada por su fun-
ciéon de densidad, (y la representaremos como f(x)) la cual verifica

@ f(x) = 0 Vx € R.
@ [ fxdr=1.

Ejemplo

0 si 0
¢Es una funcién de densidad la funcion  f(x) = { s ?
e six=0

Si es funcién de densidad

}e-x =(-e)=(-e")=0-(-1)=+1
0

La funcién de distribucion estara definida por F(x) = Ji,f(t)d"

A raiz del resultado anterior, se deduce que F'(x) = f(x).

Teorema: Si X es una variable aleatoria continua, la probabilidad de un intervalo vendra dada
por la integral de la funcién de densidad en él, esto es,

Pla, b] = ff(x)dx
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Ejemplo

Dada la funcion de densidad f(x) = 1+ — ax, donde x toma valores en el intervalo [0,4]:
a) Hallar a.
b) Hallar la funcién de distribucion.
c) Calcular P(1 < X< 2)
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o [h-av=[ta-sx ] <[ - %@ 40 - %02 ]-2-8a-0+0-1

LIBRO 1

b) F(X) = [ f(x) = [V~ Jx = Yox =% ¢

o [h-sr =[x s =@ - 4@ -5 - o0 1= - o= %

Medidas de centralizacion para una variable aleatoria continua

Definicion: Llamaremos media o esperanza de una variable aleatoria continua X a:

Herramientas cuantitativas

u=EX]= [ xf(x)dx

Ejemplo

Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad f(x) Calcular la media de la
variable X

Fom { (1+x) xe[03]
0

en el resto

Elx]- [ 3f (- f(/1+x [/zx/ /}

Definicion: | lamaremos mediana al valor M tal que deja a la izquierda y a la derecha la misma
cantidad de probabilidad, la cual verifica que F(M) = 1.
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Ejemplo

-x* +2x+a, xE[O,Z]
0, x¢[0.2]

Dada la funcion de densidad  f(x) ={ , calcular el valor de a 'y la mediana

de f(x).

mediana =fn f(x)dx=0,5

Medidas de dispersion para una variable aleatoria continua

Definicion: Llamaremos varianza de una variable aleatoria continua al valor
= VX = E(X - w1 =] (x = p0)* f(x)dx

Proposicién: La varianza viene dada por o =j: x> f(x)dx — u’ = EX] - i

Definicion: L lamaremos desviacion tipica o de una variable aleatoria a la raiz cuadrada posi-
tiva de la varianza.

Ejemplo
X2 .

Dada la funcién de densidad f(x) = f(x)= X35 $10=x=6
0  enelresto

Calcular:

El valor de k.

La media, la mediana, la varianza y la desviacion tipica.

La funcién de distribucion.

P(IX| < 2.

PROPIEDADES DE LA ESPERANZAY LA VARIANZA
Propiedades de la esperanza:
1. SiXeY son dos variable aleatorias, entonces E[X + Y] = E[X] + E[Y]

2. Sikesunescalary X es una variable aleatoria, entonces E[kX] = kE[X]
3. Sikesun escalar, entonces E[k] =k
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Propiedades de la varianza:

1. SiXeY son dos variable aleatorias independientes, entonces Var(X + Y) = Var(X)+ Var(Y)
2. Sikesun escalary X es una variable aleatoria, entonces Var(kX) = k? Var(X)
3. Sikesun escalar, entonces Var(k) = 0
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3. DISTRIBUCIONES DISCRETAS

LIBRO 1

DISTRIBUCION DE BERNOULLI

Definicion: Llamaremos prueba de Bernoulli a un experimento aleatorio cuyos posibles re-
sultados son éxito (con probabilidad p) o fracaso (con probabilidad 1 — p).

La distribucion de Bernoulli vendra dada por la distribucién de la variable aleatoria discreta

0 si obtenemos fracaso

Herramientas cuantitativas

_ {1 si obtenemos ¢é xio

cuya funcién de masa es

P(X=0)=1-
{( ) p,oMame=m=ﬁm—pf”,k=Q1

P(X=1)=p
Ejemplo

Una persona coge al azar una bola de una caja donde hay tres bolas blancas y dos negras. Cal-
cular la probabilidad de que la bola sea blanca y la de que sea negra.

Estamos ante una distribucion Bernoulli donde p = probabilidad de éxito

P(x=1) = p=3/5
P(x=0) = 1-p= 1- 3/5= 2/5

Proposicion: La esperanza de la distribucion de Bernoulli viene dada por E[X] = p.
La varianza de la distribucion de Bernoulli viene dada por V(X) = p(1 p).
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DISTRIBUCION BINOMIAL
Definicion: Llamaremos distribucion binomial B (n; p) a la distribucion de la variable
X ="ntmero de éxitos obtenidos al realizar n pruebas de Bernoulli independientes con probabilidad

de éxito p”

Su funcién de masa vendra dada por

P(X = x) = (”)pxm _p)™, parax=0,1,2, ...
X

Recuerda: (”) = n!
X

(n=x)!x!

Ejemplo

Un estudiante responde al azar un examen de diez preguntas tipo test con cuatro respuestas
en cada pregunta. Calcular la probabilidad de que acierte cinco preguntas y sélo 5 respuestas.

Nos esta pidiendo el valor de probabilidad dado por una Binomial con
probabilidad de éxito en cada pregunta es p=1/4

numero de pruebas Bernoulli que componen la Binomial n=10
numero de éxitos x=5

P(X = 5) = (;0) %51 - )18
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Proposicién: | a esperanza de la distribucion binomial viene dada por E[X] = np.
La varianza de la distribucion binomial viene dada por V(X) = np(1— p).

Ejemplo

Calcular la probabilidad de obtener al menos cinco caras al lanzar seis veces una moneda.

p=1/2
n=6

P(X =5)= P(X = 5) +P(X = 6) = (2) 1/2°(1 - 15)%° + (2) 1/2°(1 - 1/2)°°
Ejemplo

De entre 2.000 familias con 4 hijos, jcuantas cabe esperar que tengan:
a) al menos un nino? b) ninguna nina?

Probabilidad de éxito serd igual a la probabilidad de tener un nifo

p=1/2
n=4



Probabilidad

P(al menos un nifio)=P(X =1)= 1 -P(X = 0) = 1- (4) 1/2°(1 - 1)*
0

P(ninguna nifia)= P(X = 4) = (4) 1241 - 1)°
4

La distribucion Binomial posee la propiedad aditiva: si X, ~B(n,, p), X, ~B(n,, p), ..., X ~B(n,

p),y X, X, ..., X, sonindependientes, entonces X, + X, + ...+ X ~B(n, +n,+ ... +n,p).

DISTRIBUCION GEOMETRICA

Definicion: Llamaremos distribucion geomeétrica a Ia distribucion de la variable X ="numero
de fracasos hasta la aparicidn del primer éxito en una sucesion de pruebas de Bernoulliindependien-
tes con probabilidad de éxito p".

Su funcién de masa vendra dada por

PX=x)=(1—-p)xp parax=0,1,2,...

Ejemplo

Calcular la probabilidad de que al sacar una carta en una baraja espafola con reemplazamien-
to, se obtenga el dos de oros por primera vez en la diecisieteava vez

. .y S . oy . 1-
Proposicion: La esperanza de la distribucién geométrica viene dada por E[X] = L7
p

Ejemplo

Calcular la probabilidad de que, al apostar en una ruleta siempre al nimero 22, obtengamos el
premio en la décima tirada.
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DISTRIBUCION BINOMIAL NEGATIVA

Definicion: Llamaremos distribuciéon binomial negativa a |a distribucién de la variable X =
"numero de fracasos hasta la aparicion del r-ésimo éxito en una sucesion de pruebas de Bernoulli
independientes con probabilidad de éxito p".
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Su funcién de masa vendra dada por

LIBRO 1

x+r-1
P(X = x) = (1-p)p" parax=0,1,2, ...
X

Calcular la probabilidad de que al lanzar un dado de caras 1, 2 y 3, obtengamos 3 resultados
distintos al tres antes de sacar 2 treses.

Herramientas cuantitativas

1-
Proposicion: La esperanza de la distribucién geométrica viene dada por E[X] = rt=p)

P

Ejemplo
Una urna contiene 20 bolas, de las cuales 12 son blancas, y las sacamos de una a una.

a) Hallar la probabilidad de sacar 3 bolas blancas antes de sacar la cuarta bola negra.
b) Hallar la probabilidad de sacar 6 bolas negras antes de sacar la décima bola blanca.



Probabilidad

DISTRIBUCION DE POISSON

En determinadas ocasiones, cuando la n es demasiado grande, los calculos necesarios para la
variable aleatoria X de distribucién binomial son demasiados. Por tanto, definimos una variable
X denominada de Poisson, la cual viene dada por el limite cuando n — eoy p — 0 en una dis-
tribucion B(n; p), y np — A. (Por lo general cambiaremos de una distribucion binomial a una de
Poisson cuandon > 30y p <0.1)

Definicion: Llamaremos distribuciéon de Poisson de parametro A a aquella variable que tie-
ne como funcién de masa

-4 9x

P(X=x)= parax=0,1,2, ...

Proposicion: | a esperanza de una variable de Poisson viene dada por E[X] =np =A
La varianza de una variable de Poisson viene dada por V(X) = (np)(1 — p) = A

- La distribucion de Poisson posee la propiedad aditiva, esto es, si X, ~ P(\ ), X, ~ P(A),
. X ~PQ),yX, X, ..., X sonindependientes, entonces X + X, + ...+ X ~PQ +
A+ N
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Ejemplo

Un 10% de las herramientas producidas en una fabrica son defectuosas. Hallar la probabilidad
de que en una muestra de 10 herramientas tomadas al azar exactamente 2 sean defectuosas
mediante la distribucion binomial y mediante la aproximacion de Poisson.
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LIBRO 1

Herramientas cuantitativas

Ejemplo

Sila probabilidad de que un individuo sufra una reaccion negativa ante una inyeccion de suero
es 0.001, hallar la probabilidad de que entre 2000 individuos:

a) Exactamente 3 reaccione negativamente.
b) Mas de dos de ellos reacciones negativamente.



Probabilidad

DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

Definicion: Sea una poblacion con N elementos, de los cuales D son éxitos y N — D son fracasos.
La distribucion hipergeométrica es la distribucion de la variable aleatoria X = “ndmero de
éxitos obtenidos en n observaciones al azar de la poblacidn, sin reemplazamiento”.

Su funcién de masa vendra dada por
D\(N-D
X

e

Proposicion: La esperanza de una variable hipergeométrica viene dada por E[X] = ~

n—Xx

P(X =x)= para max{0, n - (N - D)} = x = min {n, D}

Ejemplo

En una baraja espafnola se sacan cinco cartas. Calcular la probabilidad de que dos de ellas sean oros.
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LIBRO 1

Herramientas cuantitativas
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4. DISTRIBUCIONES CONTINUAS
DISTRIBUCION UNIFORME

Definicion: Llamaremos distribucion uniforme en el intervalo (a, b), y o representaremos
como X ~ U(a, b), a una variable cuya funcién de densidad es:

1
o =1p"a si xE[a,b]

0 en el resto

Proposicién: Si X sigue una distribucion uniforme en (a, b), entonces:

) ifx]-*! b) y[x]- 09"

Ejemplo

El volumen de ventas de un almacén se distribuye uniformente entre 380 y 1200 miles de pese-
tas. Determinar la probabilidad de que las ventas sean superiores a un millén de pesetas.

Ejemplo

Se sabe que una variable aleatoria X posee una distribucion uniforme en (a, b). Ademas P[X > 5]
=P[X < 5],y P[X > 6] = 0.25. Hallar Var(X).



Probabilidad

DISTRIBUCION NORMAL

Definicion: L lamaremos distribucion normal de parametros 1y 0 (— o < U<, 0>0),ylo
representaremos como N(u; o) al modelo continuo de probabilidad que tiene como funcién
de densidad:

f(x)= 1 e%(x;ﬂ)z ¥ xER.

o277

PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION NORMAL

EIXT=n
V(X) =02
La funcién de densidad es simétrica con respecto a la media i (esto es, P(X ) = P(X > )

N =

Si una variable aleatoria tiene distribucion N(y; o), entonces la variable aleatoria

7%= " tiene una distribucidn N(O; 1).
g
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Ejemplo

El precio medio de una palmera de chocolate entre 500 confiterias consultadas ha sido de 15 €
con desviacion tipica de 2 € Ademas, los precios estan normalmente distribuidos. Se pide:
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a) Hallar la probabilidad de que en una confiteria una palmera cueste mas de 17 €.

b) Hallar la probabilidad de que en una confiteria una palmera cueste entre 11 €y 17 €,

LIBRO 1

) Hallar el nimero esperado de confiterfas en las que las palmeras cuestan entre 11 €y 17 €,

Herramientas cuantitativas

5. La distribucion binomial B(n; p) tiende a la distribucién normal cuando n — oo, Por tan-
to, cuando n es suficientemente grande, podemos trabajar con un modelo normal donde
U=npyo=4np(l-p) (porlogeneral cuandon =30y 0.1 <p<09)

Ejemplo

Se tira un dado 100 veces. Hallar la probabilidad de obtener entre 20 y 30 caras.

6. Silasvariable X, X, ..., X son independientes y poseen distribuciones N(u,; ,), N'(u; 0,),
..., N(u ; 0 ) respectivamente, entonces la variable Y = a X, + a, X, + ... + a X posee una

distribucion normal N(asus + oz + ... + apun; Jalo? +a207 +..+a0? )



Probabilidad P4

DISTRIBUCION GAMMA
Definicion: Llamaremos integral gamma al la funcion T'(p) =j:e"‘x"‘1dx
Teorema: Se verifica que la integral gamma es convergente para p > 0.

Propiedades de la funcion gamma:

1. T(1)=1 (Mediante integracién directa)
2. Tx+1)=xT(x) (Mediante integracién por partes)
3. Sinesun numero natural, entonces [(n) = (n — 1)! (Mediante recurrencia con la

propiedad 2)
4. TG) =V

Definicion: La funcion de distribuciéon Gamma (a,) viene definida mediante la funcién

de densidad
1

T(a)p”

a-1_-x/f

x>0

f(x) =

Propiedades

1 Dla+k)
® E[x ] " Ta B
@ Sik=1 E[x]=afV[x]=ap’
® Sea X —TI'(a,f)entonces Y =aX = T'(a,aff) a>0
@ Sean X, = I(a,f) Y X, — I'(a,,p) independientes entonces
X +X, = I(a, +a,,p)
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DISTRIBUCION BETA

<
z
@ Definicion: Llamaremos integral beta a la integral B(p, g) = j:x”*l(l—x)""dx
S
5 Teorema: Se verifica que la integral beta es convergente parap >0y q > 0.
-
- Propiedades de la integral beta:
@)
&
= 1. B(p, a)=B(a, p). (Haciendo el cambio t=1 - x)
1
2. B, = ; paraqg > 0. (A raiz de la definicién)
©
2 -1
® 3. Blp,g = 9= Bp+1,g-1) parap>0,g>1. (Integrando por partes)
E P
c
s I'(p)-T(q)
3 4. Bp.g)= T(p+q)
8
5 jxp_l(l_x)q_l x €(0,1)
2 ——— Six ,
£ Definicion: X — B(p.q) conp,g>0si f(x)=y Ap.9)
= 0 en el resto
(3]
T
E[x]=-2
pPrq

] Pq
(p+9)(p+q+1)

DISTRIBUCION EXPONENCIAL

Definicion: Es una distribucién Gamma con p = 1, Es decir con funcién de densidad

ax

ae ™™ si x>0

0 enelresto

-]

Propiedades

Si X sigue una distribucién exponencial (A ) entonces:

. E[X]=é
c Vxl-
a



